1.1.

Proposta de resolucao do Exame Final Nacional de Matematica A - 2021 (22 fase)

Sabemos que P(1, -1, 2), Q(-2, 1, 1) e R(-5, 5, -3).

r=dR,Q =V (-5+22+(5-12+(-3-1)2=
=V9+16+16=
=Va

Assim, uma condicdo que define a superficie esférica de centro no ponto R e que passa no

ponto Q é:
(x+52+@-52+(z+3)2=41

1.2. RS éum vetor normal ao plano pedido.

RS é colinear com PQ.
PQ=Q-P=(-2,1,1)-(1,-1,2)=(-3,2,-1)
PQ é também um vetor normal ao plano pedido.
Logo, uma equacao do plano é do tipo:
-3x+2y-z+d=0

Como o plano passa pelo ponto P, vem que:
3x1+4+2%X(-1)-2+d=0-3-2-2+d=0

od=7

Assim, —3x + 2y —z+ 7 = 0 é uma equacao do plano pedido.

m)__1 g
Sabesequesen[a 2]— Sequeae}o,z[.

oy __ 1 __1 —
sen(a—zj— 54:) cos (o) 5<:>cos(on)

ui|—

Pretendemos determinar o valor de tg (t — o) + 2 cos (— I + a).

2
tg (m-a) + 2 cos [—77%+(1J=—t90€—256na=

Calculos auxiliares
«sen’ o+ cos’ o.= 1, logo:
PN I 2q=24 — V24
sen‘ o+ 35 =1&sen‘a= %5 &seno== 5
@sena:i#
Comoae}o,%{,entéosen(x:ZT\/é.
tgo=25"% Jogo
9 cosa' 09
2V6
tga= (:»tgazZ\/g
5
2V6
=-2V6-2x=¥Y2=
5
~ 4Ve6
=-2Ve-"Y2=
5
__14Ve
5
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Opcao (C)
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3.2.

. 12raquetes {

6 de badminton

6 de ténis

Numero de casos possiveis: 12Cq % 6Cg

Numero de casos favoraveis: 6C3 x 6C3 x 3C3 X 3C;3
Logo, a probabilidade pedida é igual a:

6C3x 6C3x3C3x3C; 100

=——=043
12C6 X 6C6 231

Consideremos os seguintes acontecimentos:
B:“praticar badminton”
M: "ser do sexo masculino”
Sabemos que:
= 13

« P(M) =0,65 = >
M) 20

-P(B| M) =

-P(M|B) =

Entao:

7
«P(M)=0,35= -
(M) 20

Opcao (B)
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Organizando os dados numa tabela, vem que:

M M | Total
1 3
& 20 10
_ 7
B 10
7 13
Total 20 20 1
Pretendemos determinar P(M N B).
i 3 1 5
PMAB) == ———==
MB) 10 20 20
(x2)
— = 13 5 8 2 .
PMAB)=-2==2 , 40%.
(M B) 20" 20- 20" 50U sea 0%
4, r
S
5C2xn+nc2x5=175@10n+@x5=175

& 20n+ (n2-n)x5=350
< 5n2+15n-350=0

&n2+3n-70=0

-3+V9-4x(-70)
2

s n=

-3+17

e n=

<n=-10v n=7

Comon=2,entaion=7.

. . 5 _
5. limv, =1 [z_ ]:2
im v, =lim 3

limg(v,) = lim gx) =1

x—2

Opcao (B)

6. (u,) é uma progressao aritmética.
{u6+u20=—5 {u1+5r+u1+19r=—5 {2u1+24r=—5
= =

Urg =4 uy up+18r=4(u;+67r -3u;-6r=0
-3uy1=6r uy==-2r
{ 2(-2r+24r=-5 { ~4r+24r=-5
(=4 (=4
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f=-— r:—l
{ 20r=-5 4 4
= = =
— u1:—2x(—l] U1—l
4 2
T4 r15x(-)
Sig=1t U6 o 16 = x 16 =
2
=[1—E]><8:
4
:—HXSZ
4
=-22
3
z=2¢€ 5
P
ZXw=is2e > Xxw=j
Jua
_ e?
eows= S
2e'5
3n
1 ’[%_5]
@ —_—
w=—e
1 %)
@ —_—
w=—e
o
Opcao (A)
Este item pode ser resolvido por, pelo menos, dois processos.
12 Processo
(1T+2)z+(1-2)z+10=0
Sejaz=x+yi,comx,yelR.
(1+ 200+ ) + (1 =20 - pi) + 10=0x + Y+ 20 =2y +x~y~ 26 -2y +10=0
S 2x-4y+10=0
& —4y=-2x-10
Sy=tx+2
Logo,z=x+[lx+£)i. g 2 2
2 2
Assim:
2
|Z|=\/x2+[%x+%j =\/x2+%x2+%x+%5:\/%x2+%x+%5
Pretendemos determinar o valor de x para o qual o valor de \/%xz + %x + %TS € minimo.
Seja fa funcao definida por f(x) = \/%xz + %x + %TS
5 5
[ +_
1 2772 5x+5

2 = £ ¢
5,,5 25 5 5 25
=X T+ 42+ x+ =
\/4x 2x 2 4 4x+2x+4
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o) = - 5245 ..25
fx)=0=5x+5=0 A 4m #0 Calculo auxiliar

104100 =4 x5 X5
5 5 o5 532+ 10x+25 =0 ey = 10 £ V10024 X 5x25
Sx=-1A=x2+—x+==%0 10
4 2 4 sy —10:+ V=400
(x2) 10
— —
Sx=-1 A 5x2+ 10x+25%0 equagdo impossivel em IR

condicao universal em IR

Sx=-1
X —o0 -1 +00
Sinal de f’ - 0 +
Variacao de f N min. 7
O sinal de f'depende apenas do sinal de x —> 5x + 5.
- i+ 2=
x=-1 —y= 5 X (=1) + 5 2

O ndmero complexo com menor médulo é -1 + 2i.

2? Processo

(1T+2)z+(1-2)z+10=0

Sejaz=x+yicomx,yelR.

(1+ 200+ ) + (1= 2)(x - pi) + 10=0 & x + Y+ 20 =2y +x~y - 26/ -2y +10=0
S 2x-4y+10=0
& -4y=-2x-10

1 5
Sy=—x+=
Y=
Pretendemos determinar o ponto da reta definida por y = lx + El mais préximo da origem.

2 2

Seja s a reta perpendicular a reta definida por y = %x + % gue passa por O (origem do referencial).

Sy=-2x
Determinemos a intersecao destas duas retas:
y=-2x _ _ y=2
= =
y=lx+£ —2x:lx+£ —ixzé x=-1

2 2 2 2 2 2

P(-1, 2) é o ponto da reta mais proximo da origem, logo -1 + 2i € o nUmero complexo cujo afixo
pertence a referida reta com menor moédulo.

9.1. x— 4o

\/+2 2
lim fo)= lim [x—“-3]_ lim X 3=
X — 4oo X —> 4oo x+1 X —> 4o [ 1]
x| 1+—
X
1
|x| 1+—2
= lim Y 3=
X e x(1+lJ
X
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9.2.

= |im 1 -3=
X = +oo
1]
e
1+
. X
= |lim ———— -3=
X —> 400 1+l
X
:l—gz
1
=1-3=
=-2

A reta de equacéo y = -2 é assintota horizontal ao grafico de f quando x — +oo.

X —> —00
— e . -x
lim mw=|m\£—i—=|m|@_f—]=
X — -0 x—-0 X X —> —o0 X
—X
=1- lim &=
x— -0 X

Consideremos a mudanca de varidvel y = —x. Se x — -0, entao y —> +oo,

. Y
=1- lim &=
Y= teo TV
. Y
-1+ lim &=
Yyt Y
| —
limite notavel
=14 (+o0) =
= +o0

Como o valor obtido ndo é um nimero real, concluimos que o grafico de f ndo admite assintota
horizontal quando x — —co.

Parax <0, flx) =X =~
x
vy x—eN)x-(x-e¥) xx
f'(x) = 2 =
_(O+eMx-x+e*_
2
_Xt+xer—xX+er
= = =
_e*(x+1)
=3
2% (= 2
g =&xCN _ e
4 4
2
y:—%x+b

2 2
1+e—:—%x(—2)+b<:>1 +/52Z:2Z+ Sb=1

2
Como o ponto de coordenadas [—2, ] = [—2, 1+ %J pertence a reta, vem que:

2

2
A equacdo reduzida da reta tangente ao grafico da funcdofemx=-2éy=- .

© Edigoes ASA, Matemdtica A, 2021



10. h(x)=senx+ cos?x Dy = {0,

h'(x) =cosx +2xcosx X (—senx) = Dy = {0,
=COS X —25senxcosx

h'(x)=0

cosx-2senxcosx=0< cosx(1-2senx)=0

< cosx=0 v senx=

h(0)=0+1=1

1 é minimo relativo em x =0.

o8] 3] 1+ -

5, .. . b1
Y € maximo relativo em x = e

h é estritamente crescente em {0, %} e é estritamente decrescente em {%,

N a

E

11.
11.1.7(t;) =30 < 20 + 100 e %t = 30

& 100 ekt =10
Seki=0,1

f— —kt] =In (0,1)
k= In (0,1)
-t
k= In (10)
t
Opgao (C)

11.2.7(t) = 20 + 100 e-0.04

T(0) =20+ 100€%=120

20+ 100 €004, - 120 _ 100 e-204, — 100
t.m.v. [0,t,]= 6 = 5

-0,04t, _
100 e 100 _ .,
p)
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100 004 - 100 _

Pretende-se resolver a equagao =-2,4, 0<x<60.
X
100 004 - 100
=
X
Vo= —2,4
A
¥y
60 .
(0] ; x

/’ I(a; -2,4)
/ V2

a=28,157

28,157 minutos = 28 minutos + 0,157 minutos
0,157 x 60 = 9 segundos

t, é igual a 28 minutos e 9 segundos (aproximadamente).

12. lim g(x) existe se e somente se lim g(x)= lim g(x).
x—0 x—0 x—0"

. . 3_ . 2_1)
lim gl = lim (22X 1k = lim 222D
x—)O'g(x) x—>0 [xZ_x ] x—>0 }é(x_”

2 _
= lim =V k=

x—0 X~

=1+k

« lim gx)= lim 2+xInx)=2+ lim (xInx) =
x—0" x—0" x—0"

Consideremos a mudanca de varidvel x = — < — =y. Se x — 0%, entao y — +oo,

1.1
y x

=2+ lim (lln(l]]=
Y40 V) y

-1
=2+ lim In ) -
Yot Y

—2- lim n0)_
Yyt Y
=2-0=
=2
1+k=2<k=1
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13. D={xeR:1-x>0 A 3-2x>0}=
:{xelR:x<1 A x<%}=
==oo, 1[
Em ]J-oo, 1[:
xIn(1=x)-In(1-x)=0-)IB-2x)=x-NIn(1-x)=01-x)In(3-2x)

o In(-x=""%%InGE -2
x#z1 x-1
SIn(1-x)=-In(3-2x)

SIn(1-x)+In(3-2x)=0
<SIn[(1-x)3-2x)1=0
S(1-x)B-2x)=1
S3-2x-3x+2x2=1

& 2x2-5x+2=0

:51\/25—4><2><2
4

S X

14. Seja oa amplitude do angulo AOB.

B(cos a, sen o)
1Xxsena

2
C(cos (3a), sen (30))

A[OAB]=k¢> =k sena =2k

sen (3a)) =sen (o + 2a) =
=sen o cos (2a) + sen (2a) cos . =
=sen a (cos2 a. — sen? a) + 2 sen oL cos a. X COS o, =
=sen o cos2 o —sen3 o+ 2 sen o cos2 o =

=3senacos2o-sen3a=

=3 X 2kx (1 -4k2) - (2k)3 = Calculo auxiliar

=6k (1 - 4k2) - 8k3 = sena+cos? o =1
4k*+cosPo=1=cosPa=1-4k

=6k — 24k3 - 8k3 =

=6k - 32k3 cq.d.
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