Proposta de resolucao do Exame Final Nacional de Matematica A - 2020 (22 fase)

1.2,

. Areta AE é perpendicular ao plano EFG. Assim, um vetor diretor da reta AE é um vetor normal

ao plano EFG.

Uma equacao cartesiana do plano é do tipo 3x - 6y + 2z +d =0.

Uma vez que o ponto G, de coordenadas (5, 3, 6), pertence ao plano EFG, vem que:
3x5-6x3+2x6+d=0,0useja, 15-18+12+d=0=d=-

Logo, uma equacao do plano EFG é 3x - 6y + 2z-9=0.

A superficie esférica que passa nos oito vértices do cubo tem como centro o ponto médio do

segmento de reta [AG] e o valor do raio é igual a %

7+5 143 4+6
272 72

Seja M o ponto médio do segmento de reta [AG]. Assim, M(

r=£:/(5‘7)2+(3—1)2+(6 4)2 /4+4+4

2 2

], isto &, M(6, 2, 5).

Logo, a equacao reduzida da superflcie esférica que passa nos oito vértices do cubo é:
(x-6)2+(-2)2+(z-5)2=3

O numero de casos de possiveis é igual a 8C;.

Cada face do cubo é constituida por 4 vértices, logo, para cada face, existem 4C; modos distin-

tos de escolher o plano que contém essa face. Como o cubo tem 6 faces, entdao o nimero de

casos favoraveis é igual a 6 x 4Cs.

Logo, a probabilidade pedida é dada por%3£ ou seja, =— 24 é.
3

67 Opcao (B)

Sabe-se que:

«P(A)=0,3

- P(B) =04

+PAUB) =

Tem-se que:

PAUB)=0,9<PANB)=0,9
< 1-P(ANB)=0,9
<PANB)=1-09
< P(ANB)=0,1

Pretendemos determinar o valor de P(A | (A U B)):

PAN(AUB P(A
PAlALB) = P(A(U B) b= P(A(U)B)

(pois,como ACAUB,entao AN (AUB)=A.)
P(A)

" P(A)+P(B)-PANB)
3 0,3

T 03404-0,1
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Pretendemos contabilizar os nimeros superiores a 9999 e inferiores a 22 000 que se podem
escrever apenas com os nimeros 0, 1, 2 e 3, logo existem dois casos mutuamente exclusivos:

Comecemos pelo caso em que o primeiro algarismo é o numero 1:

1

4x4x4x4
Como s6 podemos utilizar os algarismos 0, 1, 2 e 3, existem 4* niumeros nas condi¢des preten-
didas.
Vejamos agora o caso em que o primeiro algarismo é o nimero 2:

2

2 X 4x%x4x4
O algarismo que ocupa a unidade de milhar s6 pode ser 0 0 ou o 1; caso contrario, o nUmero
seria superior ou igual a 22 000. Assim, existem 2 x 43 niUmeros nas condicdes pretendidas.

Logo, existem 44 + 2 x 43 = 384 niUmeros superiores a 9999 e inferiores a 22 000 escritos apenas
com os algarismos 0, 1,2 e 3.

Opgao (C)
Sejam g, b € IR*. Sabe-se que logga + loggh = % .Tem-se:
logga + loggb = % < logglax b) = %
1
Saxb=83
saxb=38
oaxb=2
Opcao (A)

Sabe-se que u; =2 xu, e S1,=57.
Uma vez que (u,) € uma progressao aritmética, vem que:
Uy=uj+r e uy=u;+6r

Logo:
Up+6r=2x(Uu+nsu+6r=2u;+2r
S 4Ar=uy
Além disso:
S,=57 oWtz 1557
<:>U1+U++er12=57
Artar+1r 15 _ 55
2
< 19rx 6=57
< 114r=57
er=1
2

Tem-se, entao, que u; =4 x % =2.
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O termo geral de (up,) pode ser dado por:

un:2+(n—1)x%
isto é:
o4, 1 _1,.3
u,,—2+2n 2<:>u,,—2n+2
Como 500 é termo da sucessao, vem que:
500=%n+%®1000=n+3<:>n=997

Logo, 500 é o termo de ordem 997.

7. lim v,= lim [1 +l] 1

n— 4o n— +oo n

A sucessao (v,) tem limite igual a 1, logo as op¢oes (A) e (B) sao falsas.

V8:8,V9:9 e Vo= 1,1

Vg < Vg € Vo> Vqq, logo (v,) ndo é mondtona, portanto, a opcao (D) é falsa.

Como toda a sucessao convergente é limitada, concluimos que a opcao (C) é verdadeira.

Opgao (C)
8. 2 4 200 +i) 4 _2+2i 4
Bl =gt =gty T g YT
=1+i-4i=
=1-3i

7] =12+ (-32= 10

Zy = \//g eif

Como o afixo de z; x z, tem coordenadas positivas e iguais, entdao um argumento de z; x z; é

1 :

Z.Assm, tem-se que:

iZ
nxz=|z1[x|z;]e*
T . 5

z1xz;=J10x |5e 4, 0useja, z; xz, =5/2 e 4, logo:

) _5J2e'4_5‘/2[c°54+’5en 4]_ SVZ{Z + > i B

27 1-3i 1-3i - 1-3i

_5+5i _(5+5)(1+3) _5+15i+5i=15 _-10+20i _ _, .
C1-3i 0 12-3i)2 149 100

8.2. Como k + i é uma das raizes quadradas do numero complexo 3 - 4i, sabemos que:

(k+i)2=3-4ik2+2ki+2=3-4i< (k2-1)+2ki=3-4i
& k2-1=3 A2k=-4
ok2=4 A k=-2
k=2 v k=-2) nk=-2
S k=-2
Opcao (D)
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9.1. Sabe-sequer= % R.

Logo, a percentagem da 4rea da superficie terrestre coberta por um satélite é igual a:

-y -3 w3 -

s 5-
-sf-4)-

=10, isto é, 10%
Opc¢ao (C)

9.2. Sabe-seque R=6400kmeh=r.

Entao, utilizando a igualdade r = FRR \uﬁﬁ, obtemos r = % \J‘m 2r x 6400, isto é,
r=%\fﬁ- 12.800 1, com 0 < r < 6400.
Utilizando as capacidades graficas da calculadora e usando x como varidvel independente,
obtemos:
y =x
: yF%\fﬁnsoo)c
5 I(a, b)
5 a=5371,44
O[ 6400+ b=5371,44

Determinamos assim o valor der, isto é, r = 5371,44.
Logo, a percentagem da area da superficie terrestre coberta por este satélite é dada por

|, (537144 2J~ o : .
50(1 1 [6400} = 23, isto &, aproximadamente 23%.

10.
10.1. O declive de reta tangente ao gréfico da funcao fo g no ponto de abcissa % éiguala(fog)’ [%J
12 Processo
(fo g)(x) = f(g(x)) = f(cos x) = cos%x
(fog)'(x) = (cos2x)' = 2 cos x x (cos x)'= -2 cos x sen x = —sen (2x)
(g ) ==sen[2x F ] =-sen| 3| =
29 Processo
(fog)'(x) =f(g(x)) x g'(x) = f(cos x) x (-sen x) = Careulo mui—
=2xcosxx(-senx)= ) = 22
=-sen(2x)
(fog) [%) = —sen(2 X %] = —sen[%] =-1
Opcao (B)
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10.2. Consideremos a funcao h, de dominio {0, %} definida por h(x) = f(x) - g(x).
i) h é continuaem {O, %} , por se tratar da diferenca de duas fun¢des continuas (fé uma funcdo
polinomial e g é uma funcao trigonométrica).
ii) h(0) =f(0)-g(0)=0-1=-1(<0)

W5)=A5)-d3)- T (5)-% 5

2 2 2
2 iq = o 1o 1 e 1.1
7> 3,logo 2 > 9, ou seja, 9 > 1. Consequentemente, 93 >1 > ,isto é, 973 > > (>0).

Logo, h(0) <0 < h[%]
Pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos que:
dce }0, %{ h(c)=0
isto é:
dce }0, %{ fl()-g(c)=0<=3ce }O, %{ flc) = g(c)

Provamos assim que a equacao f(x) = g(x) tem, pelo menos, uma solucdo no intervalo }O, %{

11.
11.1. hé continuaemx=1seesoseexistir lim h(x),istoé, lim h(x)= lim h(x)=h(1).
x—1 x—=1 x—= 1
o lim hx)= lim (1+xe"N)=1+1e9=2
x—1 x—1
0
[ ) h—1(/x
. lim h(x) = lim L[QJ lim 1)(”;”) -
x> 1t x—1+ sen(x-1) xo1sen(r=1)({x+1)

m[ =11 |
c1+ \sen(x—1) (\&_H)

= lim x—1

x lim
cs1+ sen(x—-1)

x=>1" x4+ 1

Consideremos a mudanca de variavel x - 1 =y, x — 1* = y — 0™

= lim —Lxl=
ys0 S€eny 2
1 1
_ VLI
yo0r SENY 2
y
= 1 xl:
lim Sen 2
y—o0- Y
%f_/
limite notavel
1 1
=— X —=
1 2
_1
2
Como lim h{x)# lim h(x), entdo h ndo é continuaemx=1.

x—>1 x— 1
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11.2.

12.
12.1.

12.2.

lim hx)= lim (1+xec-M)= lim 1+ lim (xer-1)=

X —> =00 X —> —o0 X —> o0 X —> —o0

=1+ lim (pev-N)=1+ lim =X =

y— +oo0 Y= too y+1
. . 1
=1—l lim l=1—l lim > =
ey—)+ooey ey—>+°°e_
Yy
1
:1 _lx ey:'l—lx%:
€ lim = e e
Y= +oo
%/_J
limite notéavel
=1-0=1

A reta de equacdo y = 1 é assintota horizontal ao grafico de h quando x — —co.

f:(x) — m Df'= ]0’ +oo[

* ! X-2-1In
_x — —_—
frg = 2N xx = Q@+ Inx) x () _ X v
Y= X2 B X2 B
1-2-1In -1-Inx
= xz X = xz Df!r: ]O, +oo[
Em IR+:
f"r)=0=-1T-Inx=0 A X220 -Inx=1
| —)
condigao universal em IR*
Slnx=-1
Sxy=el
ox=1
e

Calculos auxiliares
c—1-Ine)=-1+2=1(>0) «-1-In(e)=-1-1=-2(<0)

O grafico de ftem a concavidade voltada para cimaem }O,%} etemaconcavidade voltada para

baixo em E, +oo[; tem um ponto de inflexao de abcissa igual a ’x

) -f1) ) -f(1)
m e T M e
Cfw-f1) 1
:_xlin1 x=1 xxlinﬂc'”_

flx) - (1)

=—f'(1) x 1 (pois f é derivavel em x =1, logo lim existe e é finito)

2 x—1
=—wx%:—2x%:—1
Opcao (B)
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