Proposta de resolucao do Exame Final Nacional de Matematica A - 2022 (12 fase)

-n se nimpar
1. (A)(—1)”xn:{

n  se npar

A sucessao definida por (-1)" x n ndo é convergente.

iy —% se nimpar
@) ==
" 1 se npar
n p

=n"

lim =0, logo a sucessao definida por=— = é convergente.

(=1)"
n

-T+n se nimpar
@ E1N"+n=

1+n se npar

A sucessao definida por (-1)" + n nao é convergente.

-1-n se nimpar
(D) (-1)n-n=
1-n se npar
A sucessao definida por (-1)" — n ndo é convergente.
Opc¢ao (B)
2.  Seja (up) a progressao geométrica de razéo% . Sabe-se que S5 =211.
1- 2]5 1-32
— 5
U x F 221 sy xS =211 5 Uy x——223 o1
1-r 1 _l 1
3 3
=0 xﬂ:j@m :Ewm =81
243 3 3
Us=Uq X r*
4
us = 81 x [3] —81x0_16
3 81
3. -P(B)=06
+P(AUB)=0,6
cANB=0
PB)=06<1-P(B)=0,6< P(B)=04
PAUB) =06 < PA)+PB) -(AnB) =06
< P(A)+0,4-P(D)=0,6
=0
< PA)=06-04
< P(A)=0,2
P(A)=1-P(A)=1-02=0,8
Opc¢ao (D)
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Pretende-se colocar duas pecas no tabuleiro, uma peca por cada casa.

Existem dois casos mutuamente exclusivos: ou as duas pecas sdao da mesma cor ou as duas
pecas sao de cores diferentes.

Vejamos o primeiro caso. Existem 3 hipdteses distintas para a escolha da cor (verde, amarela ou
encarnada). Por cada uma destas hipdteses, existem 12C, maneiras distintas de escolher quais
serdo as duas casas, de entre as doze, que serao ocupadas pelas duas pecas.

Assim, 3 x 12C, corresponde ao niumero de maneiras possiveis de colocar duas pecas com a
mesma cor no tabuleiro.

Em relacdo ao segundo caso, existem 3C, modos distintos de escolher as duas cores, de entre
as trés possiveis das duas pecas (cores diferentes). Por cada uma destas maneiras, existem 124,
modos distintos de escolher ordenadamente as duas casas, de entre as doze onde vao ser co-
locadas as duas pecas distintas.

Assim, 3C, x 12A, corresponde ao nimero de configuracdes coloridas diferentes em que as duas
pecas tém cores distintas.

Daqui se conclui que 3 x 12C, + 3C, x 124, é uma expressdo que permite determinar o nimero
de configuragdes coloridas diferentes que é possivel de se obter.

Consideremos os seguintes acontecimentos:
S:"0 aluno jogou Semaforo.”
R:“O aluno jogou Rastros.”

Sabemos que:

-1
-P(S) =~
Bt
-P(R) =
1 PSR _1 _1,
P(SIR)—Sc» i <:>P(SmR)_5><4
S PEAR) =
20

Organizemos a informacgdo obtida numa tabela:

R R | Total
1 1
S 20 2
= 1
. 2
3 1
Total 4 2 1
Pretende-se determinar P(S M R).
5 _ _3_9_
P(S a R) =PR)-PSAR) = T - 20 Calculo auxiliar
(x5) 1 1.9
) PSAR = o=
=—= (x10)
20
_3
10
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6.
6.1

6.2

Veone =

A(0,a,0

(A) 4y -3z=11

(0,4,-3)-(0,4,-3)=16+9=25

Logo, a equacao 4y — 3z = 11 nao define um plano perpendicular ao plano que contém a
base.

(B)3x+4y+z=10

(3,4,1)-(0,4,-3)=16-3=13

Logo, a equacao 3x + 4y + z = 10 ndo define um plano perpendicular ao plano que contém
a base.

(C)3y+4z=8

0,3,4)-(0,4,-3)=12-12=0

A equacdo 3y + 4z = 8 define um plano perpendicular ao plano que contém a base.
Averiguemos se o plano de equacao 3y + 4z = 8 passa pelo ponto de coordenadas (1, 2, -1):
3x2+4x(-1)=86-4=8<2=8 (Proposicao falsa)

Logo, o plano nao passa pelo ponto dado.

(D)x+3y+4z=3

(11314)'(014,_3)= 12_ 12=0
A equacdo x + 3y + 4z = 3 define um plano perpendicular ao plano que contém a base.

Averiguemos se o plano de equacao x + 3y + 4z = 3 passa pelo ponto de coordenadas
(1,2,-1):

1+3%x2+4x%x(-1)=3<1+6-4=3<3=3  (Proposicao verdadeira)

Logo, o plano definido por x + 3y + 4z = 3 passa pelo ponto de coordenadas (1, 2, -1).

Opcéo (D)

xAbxh:%xnx32xh:3g-;xh

- w|_|

,aelR

Como A pertence ao plano definido por 4y - 3z = 16, tem-se:
4a=16<a=4

A(0, 4,0)

V(0,0,c),celR

AV: (x,y,z) =(0,4,0) + k0, 4,-3), ke R

(0,0,0)=(0,4,0) +k(0, 4,-3)

0=0 k=-1
0=4+4k & (0, 0, 3)

c=0-3k c=3

h=dA V)=V02+42+32=25=5

Veone =3t x5=15x
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8.
8.1

8.2

C(=2,1) r=3

ACB = a, ou seja, (ﬁ CB)=o.
27

3a=2n&S 0="—"
o o 3

CA . CB = |[CA]|  |[CB]| x cos (CA, CB) =

271
=3x3 [—) =
X X COS 3

-5+(-4)-

9

2

fé continua em x = 2 se e sé se existir lim f(x),isto é, lim fix)= lim f(x) =f_2).
x—2 x—2 x—2"

o lim fix)= lim

x—2 x—2 x2 -4 x—2 x-2 xX+2
. n 2 : 1
— lim €002 i =
x—>2  X- x—>2_x+2

Consideremos a mudanca de varidvel x -2 =y.Sex — 2-, entaoy — 0~.

= ||m _‘Zsen Xl:
y—0 ) 4
e
limite notével

=1x l:

Logo, fé continuaem x = 2.

e2—x
x+2

Em ]—oo, -2[: f(x) =

Filx) = @29 (x+2)-(e2 ¥ (x+2) -e2-*(x+2)—e2*
B (x + 2)2 - (x + 2)2 -

e X (—x-2-1)
a (x+2)? B

_ e’ ¥ (x-3)
T (x+2)2
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e2~*(-x-3)

fx) =0 o+ 2)2

=0=e2 ¥ (x-3)=0 A (x+2)2=0

SE2-r=0v x-3=0) A x#-2
%/_J
equagao impossivel

Sx=-3

Comoe?=*>0,V x el-oo,-2[e (x +2)2>0,V x €]-o, -2[, 0 sinal de f"depende apenas do sinal
dex > —x-3.

v

Calculo auxiliar

—-e5 é maximo relativo em x = -3.

f é estritamente crescente em ]-oo, —3] e é estritamente decrescente em [-3, -2[.

9.
9.1 /
. h(5)=6,3 (e9+ €% -7,6=
h(5) =126-76=
=5
-
5
P?=25+25d=50d=+V50
Comod>0,d="V50,ou seja, d=7,1.
Opcao (A)
9.2

h(@ h(0,5d) = h(d) - 0,3

d

Usando x como varidvel independente:

h(0,5x)=h(x)-0,3,com0<x<10
[ — —_—

f,(x) f,(x)

( 0,5x-5 5—0,5x)
fir)=631le 126 +e 126 )-76

(ﬁ S—xj
f,(x)=6,3e126 + 126 ) -79
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T A
1(7,93; 5,04)
d=79m

v

o 793 10  «x

10. Im(w)=-Re(w) e Re(w) > 1
w=a+bi,a belR

w=a-ai,a>1

—iw? = —i(a - ai)? = -i(a? - 2a%i + a2i?) =
= -i(g? - 2a% - g4 =
=2a%?=
=-2q2

a>1,logoa?>1& -2a2<-2.
Opcao (C)

Calculos auxiliares

SVBHi_ (VBH)(V20) _Vei-V2it_V2+Vei

V2i =22 2 2

\/§+\/8i
2 2

Ve
-t99=ZA Hec1°Qetgb=V3 A Hc1°Q
V2

z

Por exemplo, 6 :%.

. i
_\/§+I=\[2€I3
\V2i

Entao:

6 TT\6

3 = i(0)
z2=8¢ [an)
3, ke{0,1, 2.

. . Lo . . 3 i
Pretendemos determinar as raizes cubicas de 8 €/¥), que sdo de forma V8e

k=0._rz9=2€
(2
ok=1\}z1=2el[3J

. 4_nJ
k=2 _r2zp=2 el[ 3 ) — o afixo de z;, pertence ao terceiro quadrante.
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). cos[42] 4 ren 4 1
2e'3 :2[cos[—nj+isen[—n]jz ....... o
3 3
<-4
2 5 x:
=-1-V3ij
o
12. C 3
a 2
g
X |_—| 2x
A% = ]
2 sen(2x) D 2 cos(2x)
tgx

Seja D a projecdo ortogonal de C sobre [ABI:

AB=AD + DB

« COS (2x) =%<:>ﬁ=2 cos (2x)
.sen (2x)=C2—D(:>E=25en (2x)
-tgx=g<:>m=—25en (2x)

AD tgx
T 2 sen (2x) +2cos (2x) = 2x2senxcosx 2(cos2x — seny) =

tg x senx

CoS x

=4 cos2x + 2 cos2x — 2 sen?x =
=6 cos2x — 2(1 - cos2x) =
=6 C0s2x — 2 + 2 coSs2x =

=8 cosx -2 cq.d.

13. g(x)=5x-3In(x-1)
Dg=11, +oo[

Assintotas verticais

Como g é continua em ]1, +oo[, a reta de equacao x = 1 é a Unica candidata a assintota vertical
ao graficode g.

lim gx)= lim (5x-3In(x-1))=5-3xIn(0%) =

x—1* x—1*

- :5—3)((—00):
= 400

A reta de equacao x = 1 é assintota vertical ao grafico de g e é Unica.
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14.

Assintotas nao verticais

Como o dominio é limitado inferiormente, s6 faz sentido procurar assintotas nao verticais

quando x — +oo,

y=mx+bm,belR

em= lim 9% _ jjy Sx=3Inkx=1) _

x—=t0 X x5 4o X

_ lim [5_ 3In(x - 1)}
X

_5_3x lim n=1)
X = +oo X

Consideremos a mudanca de varidvel x - 1=y & x =y + 1. Se x — 400, entdo y — +oo.

=5-3x lim n0)_

y—>+°°y +
In(y)

=5-3x lim L:
Yyt 4 L
Yy

y—4eo Y

=5-3x——m—=

lim [1 +lJ
Y= teo Y

0
:5—3X—:

1
=5

«b= lim [g(x)-5x]= lim (5x-3In(x-1)-5x)=

X —> +oo X —> +oo

= lim (-3In(x-1
X = +oo

=-3x (+oo) =

= —o00

) =

Como o valor obtido ndo é um numero real, concluimos que o grafico de g ndo admite assinto-

ta obliqua.

D={xecR:5-2x>0 A 3—x>0}:}—oo,

Calculos auxiliares

-5—2x>0<:>—2x>—5<:>x<%

+3-x>05-x>-3ex<3

Em }—oo, i[:
2

(e-1In(5-2x)+e*In3-x)=In(3-x)

2l

Nn5-2x)+e*InB3-x)-InB-x)=0
Nn5-2x)+In(3-x)(e¥-1)=0
In(5-2x) +In3-x)1=0

5-2x)(3-x)]=0
5-5x-6x+2x2)=0
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Ser-1=0v In(15-11x+2x2) =0

oe=1v 22-11x+15=1

Se=1v 22-11x+14=0
1M+V121-4x2x 14

Sx=0vx=

4
(:)x=0vx=”i3
7
<:>x=0vx=2vx:5
5
CS.={0, 2} 4 ’2{
k
15. f(x)=; Dg=IR* k=0
A[a,ﬁ] B[b,ﬁ] e0<a<b
a b
%_K ak - bk
a _ _
. Mpg = __ab _ kl@a-b) _ -k

b-a b-a abb-a) ab

Seja C o ponto do grafico de fem que a reta tangente é paralela a reta AB.

C(c, %] comc>0

f'(c) =mpg
Como f'(x) =——2,entéo f'(c) =—£2.
X c
c>0
—L=—L<:>c2=ab < c=Vab
c? ab a,b>0
c[\/%,ij
Vab

Tem-se que as abcissas dos pontos A, C e B sao, respetivamente, a, Vab e b.
Verifica-se que:

Va>o0
0<a<boVa<Vb & (Va)’<VaxVb
S a<Vab
Vb>0
0<a<b=Va<Vb o VaxVb<(Vb)
< Vab<b
Ouseja,a<Vab<b.
Tem-se que:
.\/%zx/axx/Bzﬂz\/E
a a Va Va Vab__b
= =
b b Vb b a Vab

"Vab VaxVe Va Va

Logo, para qualquer valor de k, as abcissas dos trés pontos sao termos consecutivos de uma
progressao geomeétrica.
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