Proposta de resolucao do Exame Final Nacional de Matematica A - 2021 (12 fase)

1. A(g,0,0) B(0, b, 0) E(7,2,15) G(6,10,13)
EF: (x,y,2)=(1,-2,19) + k(-3,-2,2), ke R
1.1. Pretendemos descobrir em qual das quatro opgdes apresentadas se encontra uma equacao

vetorial da reta perpendicular a reta EF e que passa no ponto E. Assim, qualquer vetor diretor
dessa reta tera que ser perpendicular a qualquer vetor diretor de EF:

(2,-3,0):(-3,-2,2)=-6+6+0=0

(0,3,-3)-(-3,-2,2) =-6 -6 =-12, 0 que exclui a opcdo (B).
(0,3,3):(-3,-2,2)=-6+6=0

(2,0,-3)-(-3,-2,2) =-6 -6 =-12, 0 que exclui a opcao (D).
Averiguemos se o ponto E pertence a reta definida na opcao (A):
(7,2,15)=(7,-3,3) + k(2,-3,0)

7=7+2k k=0
Sy 2=-3-3k o4 k= —% Condicao impossivel, o que exclui a opgao (A).
15=3+0k 0k=12

Averiguemos se E pertence a reta definida na opcéao (C):
(7,2,15)=(7,-10, 3) + k(0, 3, 3)

7=7+0k 7 =7 (proposicao verdadeira)
&3 2=-10+3k o 4§ k=4 k=4
15=3+3k k=4

Logo, o ponto E pertence a reta.
Opcao (C)

1.2. 12 Processo
O ponto B é a interse¢ao do plano ABG com o eixo Oy.
Comecemos por determinar uma equagao cartesiana do plano ABG.
Sabemos que qualquer vetor diretor de EF é normal ao plano ABG e que G pertence ao plano
ABG. Logo, o plano ABG pode ser definido por:

-3(x-6)-2(y-10)+2(z-13)=0
< -3x+18-2y+20+2z-26=0
& -3x-2y+2z412=0
Como B(0, b, 0) pertence ao plano ABG, vem que:
-3x0-2b+2%x0+12=0-2b=-12<b=6
B(0, 6,0)
O raio de superficie esférica é BD = EG.
r=EG=V(7-62+(2-102+(15-13)2=
=\V1+64+4=
=V69
Logo, a equacao reduzida da superficie esférica de centro em B e que passa em D é:
X2+ (y-6)2+22=69
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2?2 Processo
O ponto B tem coordenadas (0, b, 0), com b € IR*.

GB=B-G=(0,b,0)-(6,10,13) = (-6,b-10,-13)
GE=E-G=(7,2,15)-(6,10,13)=(1,-8, 2)
GB-GE=0

& (-6,b-10,-13).(1,-8,2)=0

& -6-8b+80-26=0

& -8b=6-80+26

< -8b=-48
Sb=6
Logo, B(0, 6, 0).

O raio da superficie esférica é igual a BD, isto &, é igual a GE:
r=GE = ||GE|| =V 12 + (-8)2+ 22 =69

Logo, a equagdo reduzida da superficie esférica de centro em B e que passaem D é:
X2+ (y-6)2+2z2=69

Sabemos que A(3 cos a, 3 sen @), B(3 cos(a + ), 3 sen(a. + m)) e C(3 cos(a. + m), 0).
ComoAe2°Q,3cosa<0,logo, -3 cosa>0.
ComoBe42Q,3sen(a+m) <0,logo,-3sena<0< 3sena>0.
Consideremos [B(] a base do triangulo.
BC=|3sen(o.+m)|=3sena
Seja A’a projecao ortogonal de A sobre BC.
A altura do triangulo [ABC] é AA":
AA’ = |abcissa de A| + abcissa de C=

=-3cosa+3cos(a+m) =

=-3cosa-3cosa=

=-6cosa

Logo, a area do triangulo [AB(] é dada por:

BCxAA’ _ 3 sen a X (-6 cos o)
2 2

:—1856n0.COSO.:
2

=-9sen o cos o

Consideremos os acontecimentos:

A:“ser portugués” B:“ser rapariga”
Sabemos que:

+P(B)=0,6

*P(ANB)=0,15
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Pretendemos determinar P(A | B).

P(ANB) _ P(A)-P(ANB) _ 0,25
PB) 0,4 04

P(A|B) = =0,625; 62,5%

Calculo auxiliar

P(ANB)=0,15< PAUB)=0,15
< 1-PAUB)=0,15
< 1-P(A)-P(B)+PANB)=0,15
< -P(A)-0,6 +P(ANB)=-0,85
< -P(A) + P(A N B) =-0,25
< P(A)-P(ANB)=0,25

Opgao (D)

4, 3A2X5C2X5C2><4! x 8!

3A, é o numero de maneiras distintas de escolher ordenadamente os dois dirigentes que irdo a
conduzir.

5C, é o numero de maneiras distintas de escolher quem sao os dois jogadores do sexo mascu-
lino que irdo no automovel.

>C, é o nimero de maneiras distintas de escolher quem sao as duas jogadoras do sexo femini-
no que irdo no automovel.

4! é o nimero de maneiras distintas de permutar os 4 jogadores entre si nos quatro lugares (de
nao condutor) do automovel.

8! é o numero de maneiras distintas de permutar os 8 ocupantes (que restam depois de esco-
Ihidos os que irao no automaével) pelos oito lugares (de ndao condutor) da carrinha.

5. Consideremos os acontecimentos:
A:"ter 15 ou 16 anos”
A:“ter 17 anos”
B:“ser rapariga”

Sabemos que:

-P(B) = 0,6
315=1
P |B)=
PA|B) =1
3

A—PANB=tx8-6_1

1
3 3710 30 5
B
0.6 2N A
3
2

2><4 8_4

A—PANB=2x2-8_4
04\ = 3AATPANB=TX0=35715
B
1A
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1.4 7
P(A) =§+E=E
= _ 8
P(A) =15
30C; é o nimero de maneiras de escolher 5 alunos da turma.
8

GX 30 =16 é o numero de alunos da turma com 17 anos.

7

O numero de casos favoraveis é 1 x 1 x 16C, x 12,
Logo, a probabilidade pedida é igual a:

1x1xCx12 _ 1440 ~001
30C; 142506

Vg=VsXrP < 108=4x13

&27=r3
o r=V27
Sr=3

Vg=V5Xx3=4x3=12

=2+
n n
2+— se n éimpar
Up= :
2-— se n é par
n

Para n impar, u, =2 +l.
n

Como n é impar, C.S.=1{33, 35,37, 39, 41}.

Existem 5 termos de ordem impar que pertencem ao intervalo {
iz (n 3n (7n 3m (4 3
W= 21 __2e: :e’(T'E] :e’[ﬁ'ﬁ) :e’(E) —e7
Z

EX 30 =14 é o numero de alunos da turma com 15 ou 16 anos.

83 67

41'33

|

Opcao (A)
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Seja W o afixo de w.

A
e.l

O numero minimo de vértices desse poligono serd quando estes dois vértices (o afixo de we o
vértice que se encontra sobre o semieixo real positivo) sdo os extremos de um dos lados desse
poligono. Como se trata de um poligono regular:

n 7 7
Opgao (B)

W:Z1XZ2 =(—3+2i)><(1 + 2i)
z3 2-i
_-3-6i+2i+42 _
2-i

_—4-3-6i+2i _
2-i

_—7-4i _
2-i
(-7 -4)QR+i)
2-)Q2+1)
~14-7i-8i-42 _
4-2
_-14+4-15i _
5
~10-15i _
5
=—2-3j

W =V(-22+(-32=V4+9=V13 eit
Seja 6 = Arg(w).

tgG:%/\ 0e

7T
I . -2
m-Z| O/ .
e.r.
375} ™
’ -3

Verifica-se quetgb>1e1= tg[—T

Como a funcao tangente é crescente no 3° Q, tem-se que:

3nj 3w
= 6>__
2 =

4
3w n{

tge>tg[

Logo,ee}— 2’2

3n
4 !

Como |w|=V 13 eArg(w) € }— %Tn/

—% {,a proposicao [w| = V13 A Arg(w) € }—
dadeira.

Tl
- | éver-
2{
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10.

10.1.fé continua em x = 1 se e s6 se existir lim f(x), isto é, lim f(x)= lim f(x)=f(1).

x—1 x—1 x—1"

< lim fix)= lim (=x2(1+2Inx)=-1(1+2x0)=-1

x—1 x—1
( )
0

. . 5-5ex-]
. I|m+f(x)= I|m+m = Calculo auxiliar
x—1 x> 1P X+ Sx - 3 4m0e o 3EVO-4X(A)
2
= ||m —_S(ex_1_1): -3+5
xo1 (= 1)(x+4) eX=
Sx=1vx=-4

-1_ —
U x=1 x+4

x—1

. =11 . -
= lim ex—x lim S __
x—=>1" X— x—>1+x+4

Consideremos a mudanca de variavel x - 1 =y. Sex— 1%, entdo y — 0*,
Looer=1
= lim
y—0" Yy
%/—J
limite notavel

=1x(-1)=
=-1

X (=1)=

AN =-1142In(1))=-1x1=-1

Como lim f(x)= lim f(x)=f(1), entdo a funcédo fé continuaemx=1.
x—>1 x—=1"

10.2.Em 10, 1[: f(x) = -x2(1 + 2 In x)

f'(x)=-2x(1+21Inx) —x2[2 xlj =

X
=-2x(1+2Inx)-2x=
=-2x(1+2Inx+1)=
=-2x2+2Inx)

Em]O0, 1 f(x) =0 -2x(2+2Inx)=0
& -2x=0 v 2+2Inx=0
Sx=0v 2Inx=-2
©x=0 Vv Inx=-1

&x=0v x:l
e

—
210, 1[

1
SX=—
e
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Calculos auxiliares

«2+2In [%J=2+2x(—2)=

=-2(<0)

+242In [é]:uz(—%):

=1(>0)

(22 (o) ho-a-

e e2 e?

| . 1 . . 1 . .
o) € maximo relativo de f em x = — ; f é estritamente crescente em }O, — } ; f é estritamente
e e e

decrescente em [% 1{.

n o[22
glx) =x cosx+senx
g'(x) =1Xxcosx+x(-senx)+cosx =
=COSX—-XSenx+ cosx=

=2cosx—-xsenx

_[x 3m
Dy = {2 "2 }
Pretendemos provar que 3 ce }% , 3%5{ g=- % .

1) g’ é continua em {% , 377[} por se tratar da diferenca entre duas fungées continuas.
L - Tr_x - _rT__T
2”[2] 2C°S[2J 256”[2] 2x0-5=-5
/ 375]_ [3n]_3n [375]_ 3x _ 3m
g[—z =2 cos > ) 5 sen > _2><0+—2 =5
T 1 3m
<=1 R L2
n<-1<3n&e 2< 2<2

[T 1 , [ 375]
SJg|T<-—<g | =
g [2] 25912
Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos que 3 ce }%, S g=- %, isto é, existe
pelo menos um ponto pertencente ao grafico da funcao g tal que a reta tangente ao gréfico da

37;{, ,

funcdo nesse ponto tem declive - % .
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12. Dp=R"*

Como o dominio de h é limitado inferiormente, sé faz sentido procurar assintota obliqua ao

grafico de h quando x — +oo,

3
2_ 3
m= lim D0 _ iy 22=Inx _ 2x =
x40 X X —> +oo X x = 4e0 X(2x% =N x)
2
= lim 2x = lim 1 = lim — 1 =
x_>+°°2x _Inx X — 4oo Inx X —> +oo Inx 1
2——2 2 - X —
X X X
- 1 - _1
2-0x0 2
2- lim In—xx li 1
Xt X x—> too X
—_———
limite notavel
3 3_ 2 _
b= lim [h(x)—li= lim [—Zx _lJ: lim 2 ;C(zx In x)
Yo oo 2 vt 2X2=Inx  2) 4. 4x2-2lnx
— lim 2x2 - (2x? - Inx) _ lim 2727 +Inx _
X — +oo 4x_2|nx X —> +oo 4x_2|nx
X X
Inx lim Inx
= lim X = x4e ¥
1ot g e 14 g gim Ny gim L
X X x40 X x40 X
0
:—:O
4-2x%x0

Areta de equacao y = %x é assintota obliqua ao grafico de h.

13.
13.1.d=a(0)-09=1,44-09=0,54

Calculo auxiliar
2 2

a(0)=1,8-(0,216 +0,0039x0)> =1,8-0,216> = 1,44

2
13.2.a(2t;) :%a(ﬁ) & 1,8-(0,216 + 0,0039 x 2t,)3 =% [1,8 - (0,216 + 0,0039 t;)3

Utilizando a variavel x como varidvel independente, tem-se:
2

1,8 (0,216 + 0,0039 x 2x)3 =

2
1 [1,8— (0,216 + 0,0039x)3]

N

y1=1,8-(0,216 4+ 0,0039 x 2x)

¥, :% 1,8-(0,216 + 0,0039x)3]

o wiN

x=0

Opcao (B)
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0]

I(a, b) a=177,71 b=0,43
t1 = 177,71 minutos
177,71 -120=57,71
!
2h

R.: 2 horas e 58 minutos.

14. D={xelR:(1-x)e*-1>0}=]-o00, 1]

Calculo auxiliar

(1-x)e"" '>01-x>0,poise”'>0,VxelR
S 1>x

Eml-oo, 1L IN((1 =x)e*" ) =x = (1 —x)ex-1=ex
S (1-x)er-1=e"

<:>(1—x)><%><ex—ex20

@ex[1_x—1]:0
@ex[ujzo
e
Sev=0 v uzo
——

equacao impossivel em IR
& 1-x-e=0
Sl-e=x
Sx=1-e
CS.={1-¢}
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15. DF{—%,ﬂ Dg:{_%%}

kelR*
f(x) = k sen(2x) g(x) =k cos x
Em {— % , %} flx) = g(x) & k sen(2x) = k cos x

< ksen(2x) —kcosx=0
& k(sen(2x) —cosx) =0
< k=0 v sen(2x) =cos x A

& 2senxcosx—cosx=0
k>0

& cosx(2senx-1)=0 S p
1 ]/
< cosx=0 v senx:E

(:)x:%+kn v x:%+2kn v x:%m+2kn,keZ

[ 8

=+ _—
Sk=+ 2775
:i2\6n

V27
_ 4+ 2V54n

S k=%
27

_,6Ven

Sk=x
27

2\/631:
=

<k

sk

ComokelR" k=
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