1.1.

1.2,

Proposta de resolucao do Exame Final Nacional de Matematica A - 2020 (12 fase)

_8n+1)-4 8n-4 8n+8-4 8n-4
Uny1—Un= -

n+1+1 n+1~  n+2 n+1 "~
_8n+4 8n-4_
T n+2 n+1°

8n+4)(n+1)-(8n-4)(n+2)
(n+2)n+1)
8n2+8n+4n+4-(8n2+16n-4n-38)

n+2)(n+1)
_ B2 +120+4-8n?-12n+8 _
(n+2)(n+1)
_ 12
(n+2)(n+1)

n+2>0,VnelN
12

m>O,VneIN

n+1>0,VnelN =
12>0

Logo, u, 41— U, >0,V nelN, donde se conclui que (u,) € mondtona crescente.

lim fup,) = lim fx)= lim log, (8 -x)= - -
x—8 x—8 Calculo auxiliar
:|092 (O+): /gﬂ/—4 n+1
= —o0 —81m-8 8
-12
8n-4__ 12
n+1 " n+1
Iim%ﬁim [8—%):8‘
Opcao (A)

Numeros de casos possiveis:
5x5x5x5=54
Numeros de casos favoraveis:
Yo xTxTx4x4=96
A probabilidade pedida é igual a ,95—? =0,1536.
Opcao (D)

. a— numero de bolas azuis b — numero de bolas brancas

P(A N B) = % P(A) < P(B| A) x P(A) = % P(A)

_1
SPBlA=

P(B| A) representa a probabilidade de a segunda bola retirada ser branca, sabendo que a primeira

bola retirada foi azul. Atendendo a que P(B| A) = %, entao:
b _1 = -
Gib_1-3 <3b=a+b-1
&2b=a-1

Como b N, entdo 2b é par, isto é, a — 1 é par, logo a é impar.
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3.2.

4.2.

Consideremos agora que no saco existem 8 bolas azuis e 7 bolas brancas. Comecemos por
colocar uma bola azul em cada uma das caixas com um ndmero par e uma bola branca em cada
uma das caixas com um namero impar.

|@| |@| |@| |@| |@| |@| |@| |@| |@| |@|
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Depois de colocadas uma bola azul em cada uma das caixas com um numero par e uma bola
branca em cada uma das caixas com um nimero impar restam:

8 — 5 =3 bolas azuis
7 - 5 =2 bolas brancas

Logo, teremos que determinar o numero de maneiras distintas de escolher de entre as 10 caixas,
quais as 3 caixas onde serao colocadas as 3 bolas azuis restantes (uma em cada caixa) e, por
cada uma destas maneiras, escolher das 7 caixas restantes quais as 2 caixas que serdo ocupadas
com as 2 bolas azuis sobrantes (uma em cada caixa):

10C; x 7C, = 2520
Opcéo (B)

z=|z|e®

22 =7 & |z|2el29 = |Z]ei-0)
Slz2=z| A 26=-0+2kn, keZ
S z2=|z| A 30=2kn, keZ

<:>|z|2—|z|=0/\9=%,kez
S (-1)=0 A 6=25 kez
<:>(|z|:0v|z|:1)/\9:%,kez
©z=0v (|z|=1 A OZ%JEZ]
k=0_ 10
if2m
k=1_,le\?
I_ﬂ:
_ 3
k=2__,1e

CS.= |o, ei0), ei(z?n], e"(%n]l

5),.15]
Os afixos dos nimeros complexos e/, e ee sdo vértices de um triangulo equilatero.

2%, sen 2, ouseja, 81,13

A(1,0)eB[cos 3 ,sen 3 ],ouseja,B[ 275 ) N
y

_ 2 B 2 12 3
e R AN
ASSim,P[ABq:3V‘/§U.C. &7/4 g
Re(z) xIm(z) =1 C
Sejaz=x+yi,x,yeR.

1
xxy=ley=—

X Opcao (D)
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5.1.

5.2.

7.1.

A(0, g, 0),comaelR*
B(b,0,0), com b elR*
ABC:3x+4y+4z-12=0

Veilindro = 10 & x BC2 x h = 107
& BC2xh=10
Como B pertence ao plano ABC, entao:

3b+4x0+4x0-12=03b=12b=4
Logo, B(4, 0, 0).

Como A pertence ao plano ABC, entdo:

3x044a+4%x0-12=0=4a=12<a=3

Logo, A(0, 3, 0).

Uma vez que A € o centro de uma das bases do cilindro e o ponto B é o centro da outra base e
se trata de um cilindro reto, entao h = AB.

h=AB=/4-002+(0-3)2+(0-02=,16+9=,25=5

Assim:

BC2xh=10=BC2x5=10< B2 =2
& BC=\2
BC>0

Seja P'a projecao ortogonal de P sobre o plano ABC.

P’ é o ponto do plano ABC que se encontra mais préximo do ponto P. 5
Comecemos por definir vetorialmente a reta PP":
Plano ABC
(x,y,2)=(3,5,6)+k(3,4,4), ke R
(o vetor de coordenadas (3, 4, 4) € um vetor diretor da reta, pois a reta PP’ é perpendicular ao
plano ABC que admite o vetor de coordenadas (3, 4, 4) como vetor normal).

Assim, (3 + 3k, 5 + 4k, 6 + 4k), com k €IR é um ponto genérico da reta PP. Substituindo estas
coordenadas na equacao que define o plano ABC, tem-se:
33+3k)+4(5+4k) +4(6+4k)-12=09+9+20+ 16k +24+16k-12=0
41k =-41
S k=-1
Logo, P'(3-3,5-4,6-4),0ouseja, P'(0, 1, 2).

oP

ry=2x+4
m,=2
Seja a a inclinagdo da reta r. Entao:
tga=2<a=tg7' (2
a=1,107
Logo, STU=m - 1,107 = 2,03

Opgao (C)
o= M/ A
~—"
o/ P
a=0 - M B
P
d(0) = cos(0) + (9 -sen2(0)=1+3=4
Comprimento da biela=4-1=3
Opcao (B)

© Edigdes ASA, Matemdtica A, 2020 3



7.2. te]0,5]
d(t+ 2) =0,75d(t), ou seja,

cos(t+2) + 9 —sen?(t +2)=0,75 (cos t + 9 - sen2t)
Recorrendo as capacidades graficas da calculadora e introduzindo as seguintes expressoes analiticas:

1= cos(x + 2) + /9 - sen2(x + 2)
¥2=0,75(cos x + {9 - senZx)

A
y
I(a, b)
.’ a=1,63
sé: V2 b= 2,08
(0] 5 x=

d(1,63) = cos(1,63) + {9 - sen?(1,63)
~2,8cm
A distancia pedida é 2,8 cm.

8. Sejaa oangulo que a semirreta OA faz com o semieixo positivo Ox.
B(cos a, sen o)
Por um lado, A(1, a) e, por outro lado, A(1, tg o).
Logo,tga=a.
Sabemos que:

1+1tg2a =
g cos2a.
Logo:

1
1+a?=——— & cos?a= 5
cos“a T+a

1 1
& Cos :\/ cos :—\/—
o T+a2 o 1+a?

Como cos a > 0, entdo cos a =,/ %az’ ou seja, cos oL = /71*
yac+1 Opcao (A)

9- Df:]—OO, 2] f(x) =x+ In(ex+ 'I)
9.1. m= lim fl_ |jm X+inler+1)_
x—-0 X X — —o0 X

= lim [1+M] =

x—> -0 \ X X

[1 4 In(e);+ 1)]

= I|m =
X —> -0
14 In0+1) _

—00

—1+ 0

—14+0=
=1
b= lim (fix)-x)= lim (1{+|n(€‘x+1)—}é):

X — =00 X —> =00

= lim In(e*+1)=In(0+1)=In(1)=0

X —> —co
A reta de equacdo y = x é assintota obliqua ao gréfico de f.
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9.2. Em]-oo, 2]:
fx)=2x+1ox+InEeE¥+1)=2x+

Como e > 2, entao:

TenEeE+1)=x+1
Ser+l=ert!
Se+l=e"xe
Set-efxe=-1
s e(l-e)=-1

-1

Sef=——ro
1-e
=[]
1-e
=il )
Sx=Inl—
e-1

Sx=In(1)-In(e-1)
<x=0-In(e-1)
S x=-Inle-1)

e-1>1
Ine-1)>0
-In(e-1)<0

Logo, -In(e — 1) pertence a -, 2] e, consequentemente, é a solucao da equacao.

9.3. h(x)=flx)-x = h(x)=x+In(e*+1)-x < hx)=In(e+ 1) Dy =1-o, 2]
yv=Inle+)ee+l=e=e-1
Sx=Inle-1)
Logo, h~1(x) =In(e* - 1).
Opgao (C)
10.
10.1. g é continua em x =0 se e s se existir lim g(x),isto é, lim g(x)= lim g(x)=g(0).
x—0 x—0 x—0*
. lim g)= lim [1+Se”x]=1+ lim SenX _
x—0 x—0 T-e" x—0 T-e
sen x
= lim [1— X j=
x—0" e -1
X
lim S€nx
_,I_x—>0 X _
lim &=
x—0 X
_q1_1_
=1 =
=1-1=
=0
. o S 1 1)]_
o lim glx)= lim (2Inx)= lim |=xIn|—||=
x—0* x—0" y—> 4o L) y
Consideremos a mudanca variavel % =yox =%;x—> 0F=>y— 4
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10.2.

= lim [— M)
Y= +oo »?

> 400 Yy

Y

=- lim Iﬂzx
Yoo Y
=-0x0=
=0
Logo, g é continuaem x =0.

Em 0, +oof: glx) =x2Inx
g’(x):2x|nx+x2x%:
=2xInx+x=
=xQ2Inx+1)

Em 10, +oo[:
g =0=x2Inx+1) =0

Sx=0v 2Inx+1=0
—

& 10, +oof

(:)Inx:—l
2

lim 1

y— oo V

Calculos auxiliares
+21In (%) +1=-24+1=-1(<0)

2In(M)+1=1(>0)

A2l

g é decrescente em }O, l} e crescente em [ !

Je

1 . 1
- 2_6 é extremo relativo parax =

%

Er

+oo| .,
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