Proposta de resolucao do Exame Final Nacional de Matematica A - 2025 (22 Fase)

3t Opgéo (A)

2. Introduzimos nas listas da calculadora os dados referentes a producao de pera (lista 1) e de
maca (lista 2), em kg/ha, em cada ano, de 2019 a 2023, e obtivemos os seguintes valores:

Apera  Emgea © [} i ipera Emaga C D 1 D E F & i imaca & D E
= =TwoVar = =TwoVar( = =TwoVar( = =TwoVar(
1 17530 26067 Titule  Estatisti, | 2 11565 20087 [ai8SEN |15 112470. 2 Min¥  20087.0..
2 11565 20087 % 144858 |3k 20208 26644 Ex 724290.. |17 2 QY  205795..
3 20208 26644 Ix 724200, |4 12197 21330 I 117623, |18 188690, z Mediany. P13300 |
: 12197 21330 Ix* 1117623, S 10929 21072 sx:= sn-...- 19 202080.. 3 QY 26355.5..
10929 21072 sx:= Se-.. 4136.15.., | © Ox = On.. 3699.49.. | |20 200870.. o |24 Max¥  26644.0.. '
pera o =4136,1585680435 o 12197, v =21330. o
I-¢)

21 330 - 12 197 = 9133 (mediana da producdo de pera: 12 197); (mediana da producao de

maca: 21 330)

I1-b)

26 644 - 20 087
20087

1 -c)

14 485,8 +4136,16 =18 621,96

IV-b)

0,6 x 136 270=81 762

81762 -(17530+ 11565+ 20208 + 12197 + 10 929) = 9333

X 100 = 33%

3.
3.1 fécontinuaem x =0 se existir lim f(x),isto &, lim f(x)= lim f(x) =f0).
x—0 x—0 x— 0
«lim )= lim 1-e* = lim &1
x—=0 x—=0 X x—=0 =X
—X=y = lim e-1 =
x—>0=y—>0" y—>o0r Y

. lim fy) = lim XtInex+e)

x—0* x—0" x+1
_0+1_
1
=1
«f(0)=1

Logo, fé continuaem x = 0.
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3.2 1.°Processo

A reta de equacgdo y =x — 1 é assintota ao grafico da funcdo f, quando x — +oo, se
lim (flx)-(x-1))=0.

X —> 4oo
lim (fo) = (e = 1) = lim [w—x+1]=
X —> +oo X —> 4o x+1

lim F+Inlex+e)--X+xt+1 _

X —> +oo x+1
— lim [In(e(x+1))+ 1 ]:
X — oo x+1 x+1
— lim In(e)+|n(x+1)+ lim T _
X — +oo X+ X—>+°°x+1
= lim —— 4 lim M0+ o

x+1=y
X — 400 =y — +oo

rot4e X+ 1 x4 X+

0+ lim MY, o=
Yot Y
-0

2.° Processo

y=mx+b,m,b, €R
x>+ In(ex + e)

. . x+1
em= lim flx) _ lim ——mM=
x40 X x> eo X
— lim x> +In(ex+e) _
X —> +oo x°+x
2
= lim 2x + lim _In(ex+e)=

ot XXy sqe XPHX

1 lim [lxln(e(x+ 1))] _

+
x%+oo1+l X — +oo (X x+1

T4 dim 1y lim InE+Inke+1)

T xo40X x—+4 x+1

1 Lxln(x+1)J=

=1+ lim =x lim [
x—)+oox X — +oo x+1 x+1

=1+ lim lx[ lim [L]+ lim M}:

X —> 400 X x— 400l X + 1 x40 X+ 1
. A A x+1=
=1+ lim lx[ lim — 4+ lim m}: x_>+wy:>y_>+w
x40 X lxodeX+t 1 5t Y
=1+0x(0+0)=

=1
b= lim (fx)-x)= lim [

X = +oo X —> +oo

x2+ln(ex+e)_x]=
x+1

— lim Y tInlex+e) - ¥ -x_

X —> +oo x+1
In(e(x+ 1)) —x _
X — +oo x+1
— lim In(e) + In(x + N-x_
X — +oo x+1
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- Iim 1+|n(x+1)—x=

X — +oo .x+1
— lim NG+ D)+ (x+1) _

X — +oo x+1
= lim |n(x+1)+ lim —X+1=

x40 X+ 1 x> 400 X+ 1

_‘| _|_l

= lim MYy jim — X x+1=y

X —> 400 =y —> +oo

Y4 Y x> 4o 1++

X

—0+21=
1

=-1

A reta de equacdo y =x - 1 é assintota nédo vertical ao grafico de f quando x — +co.

4. D:{xEIR 250 A 4-x>0 A 7- 2x>o}
:{x€|R xz4 A x<4 A x<;}
Em}oo {

eIn4-x?-5In@4-x)=(5-¢e)In(7 -2x)

N leze"ln(4—x)—5 In(-x) = (5 - &) In(7 - 2x)

r§<
U'l

(e=5)=(5-¢eIn(7 - 2x)
(er=5)-(5-e9)In(7 -
(e'-=5)+(es=5)In(7 -

g
I

( 0
( 0

=3
N

x) =

0

(4-x)+In(7 - 2x)]
IN(28 = 15x + 2x?)) =0
<e-5=0 v In28-15x+2x?) =0
Ser=5 v 22-15x+28=1
<x=In(5) v 2x*-15x+27=0

i
15+V152-4x2x 27
4

<x=InB) v x=

Sx=Ink) v x=3 v x:%

CS.={In(5), 3}

5. P(B)=P(BNA)+P(BNA)=
=05+03=
=0,8

=0,2 Opcao (A)
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0,64 x 25 = 16 rapazes

25 -16 =9 raparigas

%x 16 = 12 rapazes com 17 anos

%x 9 =3 raparigas com 18 anos

17 anos | 18 anos Total
Rapazes 12 4 16
Raparigas 6 3 9
Total 18 7 25

Numero de casos possiveis: *C, =177 100

Numero de casos favoraveis: 1 X 1 X 16 X 7C3 =560

'C

16
A probabilidade pedida é igual a 2=0,003

ZSC
6

ZoMm="T_2n_15n_8n_7n
4 15 60 60 60

MOW =ZOM = Z—g, pois o triangulo [ZOW] é isdsceles e M é o ponto médio do segmento de reta

[ZW].

Assim, um argumento de W é:
2, 5, In_2m, Tn_

15 60 15 30

_in
30

5ai®”
1-2i

i3 —
5a1.+\,2 [cosﬂﬂsenEJ
1-2i 4 4

. [~ 5
-5ai, 5 [ﬁ_ﬁij _
1-2i 2 2

Z=

_=5ai(l +.2i)+1 L=
12— 4/

=5ai+10a_ ;_;_

-ai+2a+1-i=
=1+2a+(-a-1)i
Uma vez que Im(z) = Re(2) = 1:
-a-1-1-2a=1 & -3a=3
& a=-1

+VEei77:[: 15=4%x3+3

Opgao (D)

=y

N

=3
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9. Tem-se que A(cos a, sen a), C(0, sen a) e B(1, tg o).

© ®
2 _ACxh _-cosax(seno-tga)
1AEq 2 2
_ —Sen o.Ccos oL+ sen . _
= > =
_2seno—2sen o coso _
= 2 =
_ 2sena-sen(2a)
4

10.
N\
10.1 AB - AC = ||AB]| x ||AC]| x cos (AB, AC) =

=6 x 12 x cos [%J =

= \/ﬁ X Q:
2
=6
10.2 V =46

pirdmide

%x (V6)’xh=4l6 < h= 126\/6

o h=216

MV =k(2,-1,1), comk € R
IMV]|=2V6 < Vak?+k*+k =26
& Jex|k=2V6
& k=2
& k=2 v k=-2

+Sek=2
MV = (4,-2,2)
V=M+MV=
=(2,-1,3)+(4,-2,2) =

=(6,-3,5)

«Sek=-2
MV = (4,2, -2)
V=M+MV=
=(2,-1,3)+(-4,2,-2) =
=(-2,1,1)

©

Calculo auxiliar

D C

Ae—3
Ve

IIACI =6 +6 = |JAC|| = 12
E 1\/{?
B

& |IAC) =12

Como V tem abcissa positiva, entdo V(6, -3, 5).
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10.3 Pretende-se determinar o nimero total de formas possiveis de pintar as cinco faces da pirami-

de, respeitando as condicdes do enunciado.

Existem dois casos mutuamente exclusivos: ou sdo utilizadas quatro das seis cores disponiveis

ou sao utilizadas cinco das seis cores disponiveis.

No primeiro caso, existem °C, x 2 x 4! maneiras distintas.

°C, € o numero de maneiras de escolher quatro das seis cores disponiveis para pintar as faces da
piramide com quatro cores; para cada uma destas maneiras, existem duas maneiras de escolher
as duas faces opostas que tém de ser pintadas com a mesma cor e, para cada uma destas esco-
Ihas, existem 4! maneiras de pintar as faces da piramide usando as quatros cores escolhidas.

No segundo caso, existem °A_ maneiras distintas.

°A, € o nimero de maneiras distintas de pintar as faces da piramide com cinco das seis cores

disponiveis, permutando as cores pelas faces.

11.
11.1 g'(x) = cos(3x) + %x +1

g"x)=0 & -3sen(3x)+==0

N W

& -3sen(3x)=-

1

N W

& sen(3x) =

& 3x %+2k1t v 3x:%+2kn,k€Z

T 2kn _5m

Zkﬂ:’kez
18

3

=

x=—+8 v x=
18

3

g"(x) =-3 sen(3x) + >

3

1T o a

=y

Calculos auxiliares

2 2
= O<g”(x)<%

-5—”<x<5 = 5—T[<3x<3—“
18 2 6 2

-1 <sen(3x)<% =3 —%<—3 sen(3x) <3

9

< 0<-3 sen(3x)+§<
2 2

< 0<g'x) <%

2n T 3n), 3
cg" 2R =g T = 3 sen| 2] 42 =

0<x<t & 0<3x<t 9 [18] I [9] Sen[9] 2

18 6 3
=-3sen E]+7=
0<sen(3x)<% = —§<—3 sen(3x) <0 [3 2
333 .3

& 0<-3sen(3y)+3<3 I +§<0

O gréfico de g tem a concavidade voltada para cima em }O, 1} eem [

dade voltada para baixo em { T 5“}
18 18

. Apresenta dois pontos de inflexdo de abcissas % e>T.

S E{ e tem a concavi-

18'2

18
18
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M2 ry=mx+b

12.

13.

m=g'0)=cos(0)+0+1=2

ry=2x+b
1 ,
ssy=—-—x+b
Y 2
A _ ﬁ X @ Calculo auxiliar
[A0B] 2
2b'x b’
12=222
y
& (0')?=12
& b'=112, pois b'> 0.
Logo, a=2\12=4\3.

p X N(p)=4000,2<p<10
Usando x como varidvel independente:

X X (4000e%** - 1,12x + 50) =4000,2 <x < 10

— —0,34x _ vA
f,(x) = x(4000e 1,12x + 50) — 5
f,(x) = 4000 i !
N
S N
p=473 O] 2 a3 10X

O preco pedido é de 473 euros.

Seja (a ) a sucessao das areas dos quadrados obtidos em cada composicao.
a1 =9 ) ><§
a,=8 ’
8 ) x3
a,=8x- 9
9

Cada uma das composicdes seguintes obtém-se decompondo cada um dos quadrados
obtidos na composicao anterior em 9 quadrados iguais e removendo os quadrados centrais, isto

é,an:g xa. ..
Logo, (a,) € uma progressao geométrica de primeiro termo 9 e razdo 8
8 n-1 9
a =9x [—]
" 9

814
a,=9x [5] ~0,028
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14.

a€lR*
D, =10, 4l
D' =10, d]
hx)=x & hx)-x=0
Seja fa funcdo de dominio [0, a] definida por f(x) = h(x) - x.
i. fécontinuaem [0, a], por se tratar da diferenca entre duas funcdes continuas.
ii. f(0)=h(0)-0=h(0)=0, pois D', =0, d]
fla)=h(a)-a
O<h(@<a
-a<h(@-a<0 & -a<fla)<0
+Se fl0)=0,entdo h(0)-0=0 < h(0)=0, aintersecdo existe no ponto de coordenadas (0, 0).
-Sefla)=0,entdoh(a)-a=0 < h(a) =a, aintersecdo existe no ponto de coordenadas (g, a).

«Se fla) <0ef(0) >0, entdo fla) < 0 < f(0).

Pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos que:
Jc€10,al:flc)=0

< dc€l0,al:h(c)-c=0

< dc€l0,al:h(c)=c

ou seja, existe, pelo menos, um ponto do grafico da funcao h que pertence a bissetriz do pri-
meiro quadrante.
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