Proposta de resolucao do Exame Final Nacional de Matematica A - 2023 (22 Fase)

(D) Iim%ﬂim [(—1)”><%} =0,pois-1<(-1)"<1,VnelN e Iim%zo.

1 .
-— seneimpar
n

1 ,
— se n e par
. p
lim [-l] —0elimt=0
n n

L=
Logo, lim *——=0.
ogo, lim —

Opc¢ao (D)

2. Seja (up) a sucessao cujos termos sao os perimetros dos sucessivos triangulos.

U1:3X1=3 1
)

lJz:?))(l:i
o )n
U3=3X—=-=
’ 44 >Xl<...>
2
1.3
=3X—==
ta 8 8

p = o ~ 1 . .
(u,) é uma progressao geométrica de razéo > e primeiro termo 3.

sn:3x1_[%]n:3x1_[1%]n:6[1_[lJ"]

1-1 1 2
2 2

1\n 1
S,,<6<:>6[1—[—J ]<6<:)1—[—] <1

2 2

‘|n
@—[—] <0

2

n
S [—] >0 Condigao universal em IN.
n
VnelN, [%J > 0 é uma proposicao verdadeira. Logo, a soma dos perimetros dos n triangulos
da sequéncia é menor do que 6 unidades, qualquer que seja o valor de n.
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3. 5
1

5
X 1 x 8 X8 X% 8 x 8 x 6C,=61440
Opc¢ao (B)
Sabemos que:
* P(A) = P(B)
« P(A) = 0,6, logo, P(A) = 0,4 e, consequentemente, P(B) = 0,4.
*«P(AUB)=0,7 < P(A)+ P(B)-P(ANB)=0,7
<04+1-PB)-PA) +PAANB)=0,7
<04+1-04-04+PANB)=0,7
< PANB)=0,1
P(AUE)|B)=PAUBI OB _PANBIUBAEB) _PANE)_01 _1
P(B) P(B) P(B) 04 4
6n+1C, — NuUmero de casos possiveis.
6C, x n— Numero de casos favoraveis.
nx%G_5 . 150 _5
6n+1C2_49 6n+1C2_49
15n _2
6n+1)x6Nn 49
2
300 _5
(6n+1)x 6k 49
e 30 _5
6(6n+1) 49
o 5 5
6n+1 49
& 6n+1=49
& 6n =48
&n=8
Ovalordenés.
(1, 5) pertence ao gréfico da funcao f, logo f(1) = 5.
(2, 7) pertence ao gréfico da funcao f, logo f(2) = 7.
f1)=5 a+eb=5 a=5-eb
= = =
f2)=7 a+eb=7 5-eb+e2b=7 e2b—eb-2=0
_ _ a=5-2 a=3
S S v S S
eb=12V1-4x(2) eb=2 eb=-1 eb=2 b=1In(2)
2 H_J

Equagao impossivel em IR

Assim,a=3eb=1In(2).
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7.

8.2

lim S€N(2X) _ iy 258N(2Y) _ 5 o jiy SEN2X) _ 5 o iy SENY _ 5722

x>0 X x>0 2x x>0 t yo0 Y
Mudanca de variavel
x—>0=y—-0
Opgao (D)
Sabe-se que A(4, 0, 0), G [1 2, ? 2] e que EL: (v, 1, 2) = (-2, -8, 4) + k(3, 4, 0), k€ R.
Seja M o ponto médio de [AG].
0+ 13
M [4 +12 , 2 , + 2]
2 2 2
M [8,9, 1]
4
— — 2 13 2 2 —
d=dA G =+/(4-122+ 0—? +(0-2)2=
= \J64+ 102, 4
4
=21
2
;20 441
4 16
Uma equacao que define a superficie esférica de diametro [AG] é:
2
(x-8)2+[y-% +(z-1)2=41ﬂ
6 Opcao (A)

F é aintersecdo da reta GF como o plano AFE.

GF é paralela a EL, logo pode ser definida por (x, y, z) = [1 2, % , 2] +k(3,4,0), kelR.

AFE admite como vetor normal o vetor de coordenadas (3, 4, 0), pois EL é perpendicular a AFE:
3x+4y+d=0

Como A(4, 0, 0) pertence ao plano AFE, vem que:

3X4+4x0+d=0d=-12

AFE:3x+4y-12=0

[1 2+ 3k, ? + 4k, 2], com k € IR é um ponto genérico da reta GF. Substituindo as suas coordenadas

na equacao do plano AFE, vem:

3(12+3k)+4[§+4k]—12=o@36+9k+26+16k—12:0
& 25k =-50
S k=-2

k=-2 [12+3><(—2),§+4><(—2) 2
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10.

11.

Sejax =EB=0D. Entéo,x=%<:> OA = 3x.
&:%zz_x e DA=OA-0D=3x-x=2x

DC.DE=-7 < (DO + OC) . (DA + AB + BE) = -7
& DO.DA+DO.AB+DO.BE+OC-DA+0OC.AB+0OC.BE=-7

— — —
=0 =0 =0

@x><2x><cos(180°)+0+x><x><cos(0°)+O+%x><%x><cos(0°)+0:—7,
pois DO L AB,OC L DA e OF L BE.
o224+ 2x2=-7

16

o-Lx=7
16
Sx2=16
& x =4, poisx > 0.

Assim, OA=3x4=12.

Como lim g(x) =+ e g é par (o grafico de g é simétrico em relacdo ao eixo Oy), entdo, tem-se
x—=>1

que lim g(x) =40, 0 que exclui o referencial (Ill) ja que, na funcao representada, o limite da
x—-1"

funcdo a direita de -1 é igual a —oco.

Como g é diferencidvel em IR\{-1, 1}, entdo g é continua em IR\{-1, 1}. Em particular, g é continua

emx = 0.Logo, lim g(x) =g(0) e g(0) < 0, o que exclui o referencial (I), pois, na funcao represen-
x—0

tada no referencial (l), o limite quando x tende para O, por valores a esquerda, é positivo, o que

contraria o factode lim g(x) = lim g(x) =g(0) (< 0).
x—>0 x—=0"

Como g'(x) <0, V x €]-o0, 1], entdo g é decrescente (em sentido estrito) em ]J-e, —1[, 0 que ex-
clui o referencial (Il), pois, nesta opcao, a funcado representada é crescente (em sentido estrito)
em J-oo, —1[.

A é o afixo de z; e B é o afixo de z,.

T

= ’( ]
zi=re‘2),comr>0
7

(3+%5)_, %
N5 T35 I —=
z=re'2 3/=re'6/ comr>0
[ ,n]Z ,(715) ,[MJ
I I\ — . I —=
z12Xzy=\re?2) xre'6)=r2elMxre'6/)=
{77{"'“]
{7
:r3e 6 =

i
=rxe' 6

[n]
il=

O afixo de z;2 X z, pertence ao primeiro quadrante.
Opcao (A)
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12.

13.

14.
14.1

BEREINCINE

3n
. N i\ 3n 4z 7T
! _ “ [ 2 ] ' '[__ _-__] .[ _S
21 el A-i)el* e e _ ilztre-3 e’a+6

Calculo auxiliar

2’3 e’ 1M=4x2+3
t99=¥ ABe30Qetgd=V3 A 0e3°Q
9=4?n, por exemplo.

Sabemos que Re(z) = -Im(z), ou seja, o seu afixo pertence a bissetriz dos quadrantes pares e,
como pertence ao 42 quadrante, entdo pertence a bissetriz do 49 quadrante.

Daqui vem que:

0+ =TT ok keZ e a=LT-T 4 ok keZ
6 4 6
@az%+2kﬂ,kez
Como a. €0, 2|, entéoa=%.

p(2j)=p(j) + 120
Utilizando x como varidvel independente:
62,5 X 2x

1_[1 N 2 ]—120
1200

62,5x

-120
1 [1 X ]
1 2()0

fix) =

frlx) = +120,x>0

v

0 3,281 X

A taxa de juro anual inicial é de 3,281%.

f é continua em IR*, por se tratar do quociente entre duas fun¢des continuas. Logo, a reta de
equacao x = 0 é a Unica candidata a assintota vertical ao grafico de funcao f.

lim f)= lim N0 +2x_—ee+0_—eo_
x—0" x—0" X ot ot

A reta de equacao x = 0 é assintota vertical ao grafico de f (e é a Unica).

Como o dominio de f é limitado inferiormente, s6 faz sentido estudar a existéncia de assintota
horizontal quando x — +eo.

lim fo)= lim M@ +2¢_ e [Mu]: lim D) 4504222
X —> +oo0 X —> +oo X X—+oo L X X—+o0 X
%,—/

Limite notavel

A reta de equacdo y = 2 é assintota horizontal ao gréfico de f quando x — +oo.
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14.2 Dr=10, +oo[

15.

C(Inx+2x)'xx-(nx+2x) x (x) _ [x

l+2]><x—|nx—2x

f(x)— xz = xz =
1+ 22-Inx-2x_
===
1y o

X

Em R*:

f'lx)=0

1—|2nx=0@1 -lnx=0 A X220

X

olnx=1 A x2#0

ox=e

Calculo auxiliar

1-In(1)=1(0)
1-Ine)=1-2
=-1(<0)

f é estritamente crescente em 10, el.

fé estritamente decrescente em [e, +oo[.

=Ine+2e=1+2e

fle)
e e
1+2e, .. .
€ maximo relativo.
r=2

o éainclinacdo dareta OT.

T(2cos a, 2sen )

COS O
_O5%y 1 p

AB:y=
Y no

T(2cos o, 2sen o)

oS o

OT = (2cos o, 2sen o)

_2seno _sena
T~ 9cosa  cosa

2sen o =— 2% (2cosa) + b
sen o

2 —_—

2 2senZq. + 2cos? 2(sena + cos2
2sen o +2 5% sen’o. + 2cos’o. _ ., 2(sen’a + cos?a) _
sen o sen o sen o
ABiy=-05C, 2 B[O, 2 ]
sena”  sena sen o
__Cosa 2 cosa _ 2 __2 A[ 2 ,0]
sena”  seno  seno’  seno cos o cos o
Auasa = 2 X Ajpog) =
2 2
coso sena 4 2% 4 8

2X

2

T seno.coso 2senc.coso  sen (20)
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16.
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=X k>0 Dy=R* fl=- <
X X
g =-% k>0 D,=R* g =X
X X

P [a, 5] , pois o ponto P pertence ao grafico da funcdo f.

Q [a, - 5] , pois o ponto Q pertence ao gréfico da funcao g.

Ssy=- 2 +b m=f'(a) =- a—kz, pois a reta s é tangente ao grafico da funcdo f no ponto P.

Kz—%xa+b@£:—£+b@2—k:b
a a a a a
Lk 2k
S.y——§x+7
k .
Q [a, - E] pertence areta t:
—Kzéxa+b’@—£:£+b’@—2—k:b’
a a a a a
ook 2%
RAPPRP
Vamos agora determinar as coordenadas do ponto R, intersecao das retass e t.
_ k 2k k 2k_ k 2k 2k 2k | 2k 2k 4k
vttty 2 a T T, @ =2t a 2"
a =3 = =3
_k 2k
a? a
=4_‘kxa_2 x=2a x=2a x=2a
& a % & &
=L><Za—2—k =2—k—2—k =0
e a =4 a r=
R(2a, 0)
s\
>
>
(Za—a)x[£+£]
Arpar) = =






