Proposta de resolucao do Exame Final Nacional de Matematica A - 2023 (12 Fase)

Opgao (C)

2. Seja (up) a sucessao dos comprimentos dos segmentos de reta que constitui a linha poligonal.
(up) € uma progressao aritmética de razao 2.

u=AB=acm

uy=a+?2

us=a+4
Upo=a+((n-1)x2=2n-2+a
U100=200-2+a=198 +a

S100 = 104@%98"'%( 100 = 10 400

< (@a+99)x 100 = 10400
< 100a + 9900 = 10 400
< 100a =500

<a=5

3. f'(x)=-2xe!-* Dr =R
() = (-20'1 =+ + (-20) (1 - =
=-2e! - _Jxx (-2x) e ¥ =
=-2e! ¥ 4+ 4x2e1 -1 =
—el-x? (4x2 - 2) Dy =R

f'x) =0 e~ (4x2-2)=0

el"P=0v 4x2-2=0
-
Equacéo impossivel

S4x2=2

& x2=

N | =
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4.2,

O grafico de ftem a concavidade voltada para baixo em [— % ,
O gréfico de ftem dois pontos de inflexao de abcissas — 72 e 5

. gécontinuaemx=1se lim gx) = lim g(x)=g(1).

N
N
N
[

1

x—>1 x—1"
4x-4 [%j 4(x-1)
o lim g(x) = lim —* = lim 22— =g lim —Y—=4x
x—1 xs1 €7 -1 x—1 €7 -1 1 y—0 e-1
Mudanca de variavel

x—=>1 =>y—>0

o lim g(x)= lim (7x3*-1-3)=7x1-3=4

x—1" x—1"
eg(1)=7%x30-3=4

Logo, g é continuaemx = 1.

Em [1, +oo[: logs (g(x)) = x + logs 2
D={xe[l,+oof:7x3-1-3 >0={xe[1,+oo[:x> logs [%]}:

=[1, +oof

7X3-1-3>07%x3"1>3
3

&3> =2
©x-1>log; [i]
7
3
& x>1+logs [7]
< x> logs (3) + logs [%]
& x> logs [%]
9 9
logs [7] < logs (3), logo logs [7] <1.

Em [1, +oo[:

. v — 1
lim &

y—0 Y
—
limite notével

logs (7 x 3*-1-3)=x+logs (2) & logs (7 x 3*~1 - 3) =logs (3*) + logs (2)

< logs (7 x3*-1-3) =logs (3¥ X 2)

&7 X3 1-3=3v%x2
@—2x3x+§x3x:3
ol x3=3
3
& 3¥=32
Sx=2
CS.={2}
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5.2. Consideremos os acontecimentos A e B definidos por:

3 x 8 =241920

A:"O jovem respondeu que praticava surf.
B:"O jovem respondeu que praticava skate.”

Sabe-se que:
* P(A) = 0,65
«P(ANB)=0,20
4
*P(B|A)=—
(B A) z

P(B|A):%@P(AmB):%xP(A)

@P(AmB)=%><O,65
< P(ANB)=0,52

Pretende-se determinar P(A | B).
P(A N B)
P(B)
Organizando os dados numa tabela:

P(A|B) =

0,52 0,65

0,2

P(A~B)=0,65-0,52=0,13

P(A)=1-0,65=0,35
P(ANB)=0,35-0,.2 =
=0,15

P(B)=0,28

0,13

02 | 0,15 | 0,35

0,28 1

PANB) _013_13

Assim, P(A | B) = —~———"= .
P(B) 0,28 28
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5.3. n— numero de jovens com 13 anos.
70 — n — numero de jovens com 14 anos.

70-n>n70>2n<n< 35

nx(70-n) _16 ., 70n-n? _16
70C, 35 2415 35

16 X 2415
35

& 70n-n2=1104
&S -n2+70n-1104=0
~70 + V4900 - 4 x (-1) x (-1104)

& 70n-n?2=

S n=
-2
s p= 70484
-2
@n:—m;zz

<Sn=46 v n=24
Comon < 35, entdao n = 24.

Ha 24 jovens com 13 anos.

6. Sabe-se que OF = 12,5 e que a reta AC é definida por (x, y,z) = (10, 0, 0) + k(0, 4, 3), k€ IR.
6.1. Como as retas AC e OD sdo paralelas, entao o vetor de coordenadas (0, 4, 3) é um vetor diretor
da reta OD.

(A) [o, 2, %] =%>< 0,4, 3)

Averiguemos se o ponto O pertence a reta:

(0,0,0)=(0,6,8) + k [0, 2, %]

0=0 k=-3 k=-3
0=6+2k = = Condigao impossivel
3 k=-8 k=-16
3 S k=- —_10
0:8+3k 2 3

(B) [o, 2, %} - % x (0,4, 3)

Averiguemos se o ponto O pertence a reta:
(0,0,0)= (0, ~4,~3) + k [o, 2, %}
0=0

k=2 k=2
0=-4+2k = 3

3 k=3 k=2
0:—3+%k 2

(C) Os vetores de coordenadas (0, 3, -4) e (0, 4, 3) nao sao colineares.
(D) Os vetores de coordenadas (0, 3, -4) e (0, 4, 3) nao sao colineares.
Opcao (B)
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6.2.

12 Processo
E(0; 12,5;0)
Sabe-se que AC L CB, pois o triangulo [ABC] é retangulo em B.
Sabe-se que AC L CD, pois [CD] é a altura do prisma triangular reto.
AC é perpendicular ao plano BCD.
Logo, uma equacao do plano BCD é do tipo 4y + 3z +d =0.
Como o ponto E pertence ao plano:
4x1254+40+d=0&d=-50
BCD:4y+3z-50=0
O ponto Cé a intersecdo da reta AC com o plano BCD:
(10, 4k, 3k), k € IR é um ponto genérico da reta AC:
4 x4k +3x3k-50=0< 25k=50

S k=2
k=2__,C(10,8,6)

2? Processo

As coordenadas do ponto A sao (10, 0, 0).

As coordenadas do ponto B sao (10; 12,5; 0).

Como C pertence a reta AC, as coordenadas do ponto C sdo de forma (10, 4k, 3k), com k € R.

Como o tridngulo [ABC] esta inscrito numa semicircunferéncia de diametro [AB], os vetores AC
e BC sao perpendiculares, logo AC.BC=0.

AC = (10, 4k, 3k) - (10, 0, 0) = (0, 4k, 3k)
BC=(10, 4k, 3k) - (10; 12,5; 0) = (0; 4k — 12,5; 3k)

AC.BC=0< (0, 4k, 3k) . (0; 4k - 12,5;3k) = 0
< 16k2 - 50k + 9k2 =0
< 25k2-50k=0
< k(25k-50)=0
Sk=0v k=2

Como C nao pertence ao eixo Ox, entao k = 0. Logo, k = 2.
k=2__,C(10,8,6)

32 Processo

As coordenadas do ponto A sao (10, 0, 0).

As coordenadas do ponto B sao (10; 12,5; 0).

Como C pertence a reta AC, as suas coordenadas sao da forma (10, 4k, 3k), com k € IR.

C pertence a superficie esférica de diametro [AB] definida pela equacédo

(x-10)2+ [y—%TSJZ +22= [%5]2
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Logo:

2 2
02+ [4k-22) 4+ 3k2=(22 @16k2—50k+%§+9k2:%7é
4 4 6 6

< 25k?2-50k=0
< k(25k-50)=0
Sk=0v k=2
Como C nao pertence ao eixo Ox, entdo k # 0. Logo, k = 2.
k=2__.C(10,8,6)

W.@=3@||FH|X||@||XCOS(OT’,A 0Q) =3 Q(2cosa., 2sen o)
& 2x2xcos(2a-m)=3 P(2cosa, -2sen o)
& 4cos (2a—2m) =3
<4 cos (2a) =3

3
& cos (2a) ==
(2a)=2
alt+3)-a(t)=25,0<t<5 Calculo auxiliar
0<t+3<8
Utilizando x como varidvel independente: 3sts3

f,(x) = 100 £x+3+(10—x—3) In[] _x1+03D ~4,9(x +3)2- 100 [x+ (10-x)In [1 _1X_OD — 4,922
fz(x)=25

Assim, t=1,8s.
Di=IR
Dg=IR+
rry=2x-1

I. A afirmacao é falsa.

Como lim (f(x) - (2x - 1)) = 0, entdo o grafico da funcao f admite uma assintota obliqua
X —> +oo

quando x — +e de equacao y = 2x — 1, pelo que nao existe assintota horizontal ao grafico de
fquando x — +eo,

Il. A afirmacdo é falsa.
Como aretade equacdoy=2x-1étangenteaogrificodegemx=1,g(1)=2-1=1¢,como

g é diferenciavel, entdo g é continuaemx =1,logo lim g(x)=g(1)=1.
x—1
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llI. A afirmacao é falsa.
Se o grafico de ftem a concavidade voltada para cima, entao f"(x) > 0, V x €R.
Se o grafico de g tem a concavidade voltada para baixo, entdo g"(x) < 0, V x € IR*.
Logo, g"(x) < f"(x), V x €10, +o[, 0 que contradiz a afirmacao f"(x) < g"(x), V x €10, +ool.

10. Umargumentodezé %

Um argumento dewé£+5—n=7—n.

4 8 8
(I o _ 9
UmargumentodeWXZe?+T—?.
(x2) Opcao (C)

2T 4, cos [S—RJ +isen [5—7”] —i
6 6

eo—j
11. w= ; = ; = 17=4%x4+1
VBT, A7=il=i
= i =
V3_1;
= i =
V31
= = =
__1,VE,
2 2
=y L +3=Vi=1
4 4
V3
2
tga:—1/\a6290
2
otga=-V3 A 0e2°Q
271
o=, por exemplo.
2n
2=1¢3
=
Pretendemos determinar as raizes quadradas do nimero e 3 que sao da forma:
i{z?n+2kn]
z=e' % 7 ,ke{o,1} v
X
k=0_ ,zo=e€3=cos [E]Hsen [1]:l+ﬁi >
0 3 3) 2 2 x
A
k=1 =€ 3 =cos [4—WJ+isen (4—n]=—l—ﬁi
! 3 3 2 2
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12.

12.1.1f(x) = sen(2x) + x

f'(x) = (2x) cos(2x) + x'=
=2cos(2x)+ 1=
= 2(cos%x -—sen%x) + 1 =
=2cos2x—-2senZx+ 1=
=2(1-senZx)-2senZx+ 1=
=2-2senZx-2senx+ 1=
=-4senZx +3=

=3 -4sen2y
Opcao (D)

122.fx)==x+2<fx)+x-2=0

13.

Seja g a funcao, de dominio [0, 7], definida por g(x) = f(x) + x — 2, ou seja, g(x) = sen(2x) + 2x - 2.
g é continua, por se tratar da soma de duas fun¢des continuas (uma funcado trigonométrica e

. . . . . . T
uma funcao polinomial). Em particular, g é continua em {— —}.

6'3
g[£j=sen [2_n]+2_n_2=5en [£]+£—2=£+£—2<0
6 6 6 3) 3 2 3
%,_/

=-0,452802

g[ﬂjzsen [Z_n]+2_n_2=ﬁ+2_n_2>o
3 3 3 2 3

T T ~0,960421
Tl<o<g|™ '
g[6j 9[3]

Logo, pelo teorema de Bolzano-Cauchy, concluimos que:

dce }E E{:g(c)=0,istoé,5|ce }

6'3 [If(c)+C—2:0c>E|ce}l l[:f(c):—c+2

KL

6'3 6'3

Logo, o gréfico da funcéo finterseta a reta r em, pelo menos, um ponto de abcissa pertencente
T

aointervalo |=,=.
interv }6 3{

flx) = ax2 + bx
f'lx)=2ax+b

f’(x)=a<:)20x+b=a4:>2ax=a—b4:>x=az;b

a

« T pertence a reta definida por y = ax + b, logo:

y:axa‘b+b:a‘b+b:£_2+&:0+b T[a‘b,“ j
24 2 2 2 2 2 20 ' 2

o T pertence ao grafico de f:
f[a—b] :a[a_b]2+b[a_b}:
2a 2a 2a
az—2ab+b2+ ab-b% _
4a? 2a

=az—2ab+b2+ab—b2:

4a 2a
(x2)

=aX

© Edigoes ASA, Matemdtica A, 2023



_a?-2ab+b?+2ab-2b2 _

4a
_a*-b?
© 4a
T(G—b az—sz
2a ' 4a
Logo:
a2-b? _a+b ., a’-b?_2a+2ab
4a 2 4a 4a
(x2a) > 2
®M:O
4a
S @+b)2=0 A 4a=0
—
{:}a‘l'b:O GE|R\{O}
sa=-b
Entao:
. [_2[2 —b;9 , —b2+ bj’ ouseja, T [% OJ, isto &, T(1,0).
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